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Premiére partie, questions a4 choix unique

Pour chaque énoncé proposé, plusieurs questions sont posées. Pour chaque question, marquer la case corre-
spondante & la réponse correcte sans faire de ratures. Il n’y a qu'une seule réponse correcte par question.

Enoncé

On donne un ensemble fini F et un sous-ensemble A C E vérifiant :

Card(E) =37 et Card(A4) =13.

Question 1 (2 points)

+1/2/59+

Le nombre 78 (fg) est égal au nombre de sous-ensembles C de E tels que ...

B . Cad)=1
[ ]..Card(C) = 24.
[ ].. Card(C)=1
[ ]..Card(AuC) =28.
Question 2 (2 points)
Combien FE posséde-t-il de sous-ensembles & 19 éléments 7
L1365 + (37)
W (%) +3(7)
[12(8) + (37)
L1 (9 +2(5)

Question 3 (2 points)

Combien existe-t-il de sous-ensembles B de F tels que Card(B) =5et BC A?

[ ] 2817
[ ] 2187
B 1237
[ ] 1827
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Enoncé
On définit S,, comme

So=Y k' VneN
k=1

et on considére la proposition
T: VYneN' S, <(n+1)!

Question 4 (2 points)
En calculant S7, S5, S3 et Sy, indiquer la bonne affirmation parmi celles données ci-dessous.

D Sp = w pour n=1,2,3,4
|:| S, =3""!pourn=1,2,34
- S, =n!l+3""2 pour n=2,3,4

Question 5 (2 points)
Pour prouver la proposition T' par récurrence, on commence par vérifier que S; < 2! puis

D on montre que [Vn eN* S <(n+ 2)!] en admettant que [Sn <(n+ 1)!]
B on montre Vn € N* que [Snﬂ <(n+ 2)!} en admettant que [Sn <(n+ 1)!}

D on montre que {S,H_l <(n+ 2)!} en admettant que [Vn eN*S,<(n+ 1)!]
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Deuxiéme partie, questions de type ouvert

Répondre dans l'espace dédié. Votre réponse doit étre soigneusement justifiée, toutes les étapes de votre
raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases & cocher: elles sont réservées au
correcteur.

Question 6: Cette question est notée sur 6 points.

[JalJsl Ja[ Ja[ Jo [ Ja
W (L[l [k

Soient les ensembles finis E = {a, b, c,d} et F' = {a, 8,7} et F, 'ensemble des applications de E dans F'.
On considére les propositions

T: VfeFet ABCE, AnB=0= f(A)Nf(B)=0

et
S: VfeFetC,DCF CnNnD=0= f~YC)nf*D)=0.

(a) Ecrire et démontrer la négation nonT" de T'.
(b) Ecrire et démontrer la contraposée K de S. Que peut-on dire sur S: est-elle vraie ou non?
Solution
(a) La négation T s’écrit
nonT: 3dAfeFet A BCE, AnB=0et f(A)Nf(B)#0.
nonT est vraie avec par exemple
A={a} B={b} f(a) = f(b) = a.

En effet,
ANB=0et f(A)Nf(B)={a}#0.

(b) Contraposée de S:
K: VfeFetC,DCF fYC)nf Y D)#0=CnNnD#.
Preuve:

Jaz e fTH(O)N fH(D)
dzeE, f(x)eCet f(x) €D
JdexeE, f(x)eCND
cnND#0Q.

fFHen D) #£0

b4l

S et K sont équivalentes: S est vraie.
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Question 7: Cette question est notée sur 6 points.

[Js [ dalJs[ Jo[ 1o [ s

W [kl [k

On considére application suivante:

(a)
(b)
(c)

x
f R—R, z2————
2+z+1

Pour tout € R, déterminer I’ensemble f~1({f(z)}). Combien posséde-t-il d’éléments?
L’application f est-elle injective? Justifier rigoureusement votre réponse.

Montrer que la restriction de f & [1, +00[ est injective.

Solution

(a)

(b)

Résolvons f(z) = f(a')
<~

m2+wz+1 = x’sz’—l-l
= z(@? 4+ +1) =2 (2 + 2+ 1)

=z +ar' +x =22+ 2'r+ 2
(@ +1)+e=22(z+1)+2
e’ +1-z-1)+z—-2"=0
(@ —x)+rz—a'=0

— (' —z)(zax’ —1) =0
—zx=1ouz =1

x

_ f A{z, 1} siz#£0
e ={ 5 e

Vérifions si on a toujours deux éléments pour = # 0:
r=le—=iP=1<=as=+1

On a donc en réalité :

Frasen={ 27T

On a donc deux éléments si x est différent de —1,0 ou 1 et un seul élément sinon.

f n’est pas injective:

D’aprés (a), on a f(2) = f(%)

En effet, f(2) = 2y =2et f(3) =135 =14:
4

SN
o

4211 1

il

Montrons que la restriction de f & [1,4o00[ est injective.
D’apreés (a), f(1) ne posséde qu'un antécédent: = = 1.

D’autre part, z > 1 <=0 < % < 1. Ainsi f(x) n’a pas d’autre antécédent que x dans |1, +00l.
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Question 8: Cette question est notée sur 8 points.

[ sl Ja[ sl Ja[Js [ Ja[ o[ Js
W [kl [kl

On donne l'application :
f: N — N
(r,y) — ay?+1.

(a) Déterminer f({(0,0),(0,1),(1,1)}).

(b) Déterminer f~1({3}) aprés avoir écrit sa définition.
(
(d

)
)
c) Montrer que f n’est pas surjective. Justifier rigoureusement votre réponse.
) Déterminer le sous-ensemble Im f de N.

)

(e) En justifiant votre réponse, donner un sous-ensemble A de N2 possédant 4 éléments et tel que:
F(A) = {13,37).

Solution

(a) Par calcul direct,
f(0,0)=1 f(0,1)=1 f,1) =2
d’ott
f({(oa 0), (0, 1)) (17 1)}) = {17 2} :
(b) Par définition, on a:
FHBN = {(z,y) e N?| f(z,y) = 3} = {(z,y) € N*|zy® = 2}.

——
zy2+1

Or:
ryP=2 = Pdivise2 = y=1.

On trouve donc finalement:

I3y = {2k
(c) L’application f n’est pas surjective. En effet, il est clair que pour tout (z,y) € N2 on a:
flzy) 21

si bien que 0 ne posséde aucun antécédent par f

(d) Montrons que:
Im f = N*.

On a vu au (c) linclusion C. Prouvons & présent l'inclusion D. Pour cela, donnons-nous un entier
naturel n non nul et observons que:

fln—=1,1)=(n—-1)12+1=n.

Par conséquent, n posséde au moins un antécédent par f, ce qui montre qu’il appartient & Im f.
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(e) En raisonnant comme en (a), on trouve que :

718} = {(z,y) € N? |ay® = 12} = {(12,1),(3,2)}

et:
STHEBTY = {(z,y) € N? |zy® = 36} = {(36,1),(9,2), (4,3),(1,6)}.

Pour créer A, on peut alors mettre ensemble un antécédent de 13 et trois antécédents de 37, comme
par exemple:
A=1{(3,2),(36,1),(9,2),(4,3)}.

On peut aussi mettre ensemble les deux antécédents de 13 et deux antécédents de 37, comme par

exemple:
A=1{(12,1),(3,2),(36,1),(4,3)}.



